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材力演習 8の補足*1

大阪大学大学院工学研究科

中 谷 彰 宏*2

課題 [1]

図 (a)の問題

長さ Lの片持ちはり ABに，固定端 Aから L/2だけ離れた点 Cに集中力W が横荷重として作用し，点 B

にモーメントMが作用しているとき，反力 RA，MA を求めなさい．さらに点 Bのたわみを求めなさい．
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問題 (i)：横荷重のみが作用すると考えた問題

まず，長さ lの片持ちはり ABに，固定端 Aから aだけ離れた点 Cに集中力 P が横荷重として作用してい

るとき，点 Bのたわみを求める．力の釣合い，モーメントの釣合いを考えると同時に，せん断力図（SFD），曲

げモーメント図（BMD）を描く，反力 RA，MA も同時に求める．教科書 [1] p.111の例題 6.2を参照のこと．
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材力演習 8の補足

以下，P = W，l = L，a = L/2の場合について具体的に考える．反力は，

RA = W, MA = −WL

2
.

■解 1：モーメント面積法 M/EI 線図（この場合 EI は一定なので BMDと相似）を描いて AB間にモーメ

ント面積法を適用する．

M/EI 線図の面積 Aと，点 Bから図心までの距離 x̄B は，

A =
1

2
· L
2
·
(
−WL

2EI

)
= −WL2

8EI
, x̄B =

2

3
· L
2
+

L

2
=

5L

6
.

モーメント面積法により，たわみ曲線上の点 Aの接線と点 Bの接線のなす角と，点 Bの接線たわみ（点 Aの

接線からみた相対位置）は，

θBA = A = −WL2

8EI
, tBA = x̄BA =

5L

6
·
(
−WL2

8EI

)
= −5WL3

48EI
.

したがって，点 Bのたわみ角*3とたわみ*4

θB = −θBA =
WL2

8EI
, yB = −tBA =

5WL3

48EI
.

■解 2：特異関数を用いる方法

V (x) = W −W ·H
(
x− L

2

)
M(x) = −WL

2
+Wx−W

⟨
x− L

2

⟩
たわみの方程式は

EIy′′ =
WL

2
−Wx+W

⟨
x− L

2

⟩
EIy′ =

WL

2
x− W

2
x2 +

W

2

⟨
x− L

2

⟩2

EIy =
WL

4
x2 − W

6
x3 +

W

6

⟨
x− L

2

⟩3

.

ここで，積分定数は x = 0で y′(0) = 0，y(0) = 0より 0．

点 B（x = L）のたわみ角とたわみは，

θB = y′B = y′(L) =
WL2

8EI
, yB = y(L) =

5WL3

48EI
.

*3 左に点 Aと右に点 Bがある区間にモーメント面積法を適用するとき、θBA = Aは、点 Aの接線を左回りに θBA だけ回転させ
ると点 B の接線に一致する．今，点 A のたわみ角は 0（接線は水平）であり，そもそも点 B のたわみ角は水平線を右回りに θB
回転させて測った角度のことなので，θB = −θBA である．

*4 左に点 A と右に点 B がある区間にモーメント面積法を適用するとき、tBA = x̄BA は、点 A の接線を基準にして点 B の位置
（点 Aの接線を基準とした点 Bの接線たわみ）であり，図を描いた時に点 Aの接線の上方（下方を y 軸の正の方向としたときの
負の方向）に点 Bがあるときを正としている．今，点 Aのたわみは 0で，たわみ角は 0（接線は水平）であり，そもそも点 Bの
たわみ yB は，原点を通る水平線を基準に下方を y 軸の正の方向を正にしているので，yB = −tBA である．

Copyright c⃝2017-2018, Akihiro Nakatani, Osaka University 2



材力演習 8の補足

問題 (ii)：モーメントのみが作用すると考えた問題

まず，長さ lの片持ちはり ABに，固定端 Aから aだけ離れた点 CにモーメントM1 が作用しているとき，

点 Bのたわみを求める．力の釣合い，モーメントの釣合いを考えると同時に，せん断力図（SFD），曲げモー

メント図（BMD）を描く，反力 RA，MA も同時に求める．
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以下，l = L，a = Lの場合について具体的に考える．反力は，

RA = 0, MA = M.

■解 1：モーメント面積法 M/EI 線図（この場合 EI は一定なので BMDと相似）を描いて AB間にモーメ

ント面積法を適用する．

M/EI 線図の面積 Aと，点 Bから図心までの距離 x̄B は，

A =
M

EI
· L =

ML

EI
, x̄B =

L

2
.

モーメント面積法により，たわみ曲線上の点 Aの接線と点 Bの接線のなす角と，点 Bの接線たわみ（点 Aの

接線からみた相対位置）は，

θBA = A =
ML

EI
, tBA = x̄BA =

L

2
· ML

EI
=

ML2

2EI
.

したがって，点 Bのたわみ角とたわみは，

θB = −θBA = −ML

EI
, yB = −tBA = −ML2

2EI
.

問題 (i)と問題 (ii)の重ね合わせ

図に示す問題．
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材力演習 8の補足

重ね合わせの原理より，(i)と (ii)の解を重ね合わせると，

RA = R
(i)
A +R

(ii)
A = W, MA = M

(i)
A +M

(ii)
A = −WL

2
+M.

であり，点 Bのたわみ角とたわみは，それぞれ，

θB = θ
(i)
B + θ

(ii)
B =

L

EI

(
WL

8
−M

)
, yB = y

(i)
B + y

(ii)
B =

L2

EI

(
5WL

48
− M

2

)
.

図 (b)の問題

力の釣合い，モーメントの釣合いを考えると同時に，反力を求め，せん断力図（SFD），曲げモーメント図

（BMD）を描く（図は省略）．

反力は，

RA =
w0L

2
, MA = −w0L

2

3
.

解 1：たわみの基礎式からの直接積分

分布荷重は q(x) = w0x
L ．たわみの基礎式とその積分は

EI
d4y

dx4
=

w0x

L

EI
d3y

dx3
=

w0x
2

2L
+ C1

EIy′′ =
w0x

3

6L
+ C1x+ C2

EIy′ =
w0x

4

24L
+

C1x
2

2
+ C2x+ C3

EIy =
w0x

5

120L
+

C1x
3

6
+

C2x
2

2
+ C3x+ C4.

点 A（x = 0）で，たわみ角とたわみが 0なので，y′(0) = 0，y(0) = 0，すなわち，

C3 = 0, C4 = 0.

点 B（x = L）で，せん断力と曲げモーメントが 0なので， dy3

dx3 (L) = 0，y′′(L) = 0，すなわち，

w0L

2
+ C1 = 0,

w0L
2

6
+ C1L+ C2 = 0 よって，　 C1 = −w0L

2
, C2 =

w0L
2

3
.

したがって，

y′ =
w0L

3

EI

(
1

24

x4

L4
− 1

4

x2

L2
+

1

3

x

L

)
, y =

w0L
4

EI

(
1

120

x5

L5
− 1

12

x3

L3
+

1

6

x2

L2

)
点 B（x = L）での，たわみ角とたわみは，

θB = y′(L) =
w0L

3

8EI
, yB = y(L) =

11w0L
4

120EI
.
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材力演習 8の補足

解 2：たわみの方程式からの直接積分

せん断力分布 V (x)，曲げモーメント分布M(x)は，

V (x) = −w0

2L
x2 +

w0L

2
, M(x) = −w0

6L
x3 +

w0L

2
x− w0L

2

3
.

たわみの方程式とその積分は，

EIy′′ =
w0

6L
x3 − w0L

2
x+

w0L
2

3

EIy′ =
w0

24L
x4 − w0L

4
x2 +

w0L
2

3
x+ C1

EIy =
w0

120L
x5 − w0L

12
x3 +

w0L
2

6
x2 + C1x+ C2.

点 A（x = 0）で，たわみ角とたわみが 0なので，y′(0) = 0，y(0) = 0，すなわち，

C1 = 0, C2 = 0.

したがって，

y′ =
w0L

3

EI

(
1

24

x4

L4
− 1

4

x2

L2
+

1

3

x

L

)
, y =

w0L
4

EI

(
1

120

x5

L5
− 1

12

x3

L3
+

1

6

x2

L2

)
.

点 B（x = L）での，たわみ角とたわみは，

θB = y′(L) =
w0L

3

8EI
, yB = y(L) =

11w0L
4

120EI
.

課題 [2]

図 (c)の問題

力の釣合い，モーメントの釣合いを考えると同時に，せん断力図（SFD），曲げモーメント図（BMD）を描

く（図は省略）．教科書 p.113の例題 6.4を参照のこと．

A B

C

P

C

a b

l

以下，l = L，a = L/4，b = 3L/4について具体的に考える．反力は，

RA =
3W

4
, RB =

W

4
.

Copyright c⃝2017-2018, Akihiro Nakatani, Osaka University 5



材力演習 8の補足

解 1：特異関数を用いる方法

V (x) =
3

4
W −W ·H

(
x− L

4

)
M(x) =

3

4
Wx−W

⟨
x− L

4

⟩
たわみの方程式とその積分は，

EIy′′ = −3

4
Wx+W

⟨
x− L

4

⟩
EIy′ = −3

8
Wx2 +

W

2

⟨
x− L

4

⟩2

+ C1

EIy = −1

8
Wx3 +

W

6

⟨
x− L

4

⟩3

+ C1x+ C2

ここで，x = 0で y(0) = 0より C2 = 0．また，x = Lで y(L) = 0より，

−1

8
WL2 +

1

6
W

(
L− L

4

)3

+ C1L = 0, C1 =
7

128
WL2.

点 C(x = L/4)のたわみ角とたわみは，

θC = y′C = y′(L/4) =
WL2

32EI
, yC = y(L/4) =

3WL3

256EI
.

この例のように，特異関数の表現は，表記を単純にするだけでなく，決定すべき積分定数の個数を減らすこ

とができる利点があることに気づくだろう．

解 2：カスチリアーノの定理を用いる方法*5

前掲のモーメント分布

M(x) =
3

4
Wx−W

⟨
x− L

4

⟩
を，AC間（Aを原点にして右向きに x, 0 < x < L

4），BC間（Bを原点にして左向きに x2, 0 < x2 < 3L
4 ）を

考える．*6

M(x) =
3

4
Wx (AC間), M(x2) =

1

4
Wx2 (BC間)

W による偏微分は，

∂M

∂W
=

3

4
x (AC間),

∂M

∂W
=

1

4
x2 (BC間).

*5 授業ではもうすぐ（12章で）講義します．
*6 座標のとりかたを変える必要は必ずしもないが，この方が計算が楽
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材力演習 8の補足

荷重W の作用点 Cのたわみは，カスチリアーノの定理により，

yC =
∂Uc

∂W
=

∫ L

0

M

EI

∂M

∂W
dx =

∫ L/4

0

1

EI
· 3
4
Wx · 3

4
xdx+

∫ 3L/4

0

1

EI
· 1
4
Wx2 ·

1

4
x2dx2

=
W

EI

9

16

1

3

(
L

4

)3

+
W

EI

1

16

1

3

(
3L

4

)3

=
3WL3

256EI
.

点 Cに仮想的に加えた時計回りのモーメントM1 による曲げモーメント分布M∗ は，

M∗(x) = −M1

L
x (AC間), M∗(x2) =

M1

L
x2 (BC間).

M1 により偏微分し，M1 = 0とおくと*7，

∂M∗

∂M1

∣∣∣∣
M1=0

= − 1

L
x (AC間),

∂M∗

∂M1

∣∣∣∣
M1=0

=
1

L
x2 (BC間).

モーメントM1 の作用点 Cのたわみ角は，カスチリアーノの定理により，

θC =
∂Uc

∂M1

∣∣∣∣
M1=0

=

∫ L

0

M

EI

∂M∗

∂M1

∣∣∣∣
M1=0

dx

=

∫ L/4

0

1

EI
· 3
4
Wx ·

(
− 1

L
x

)
dx+

∫ 3L/4

0

1

EI
· 1
4
Wx2 ·

1

L
x2dx2

= − W

EIL

3

4

1

3

(
L

4

)3

+
W

EIL

1

4

1

3

(
3L

4

)3

=
WL2

32EI
.

解 3：むりやりモーメント面積法を用いる方法 (2017/6/27追記)

たわみ曲線やたわみ角分布は，本質的にたわみ方程式の解，つまり積分であり，任意点の値は，定積分に対

応するので，原理的には，モーメント面積法を適用することができる．そして，適用区間を変えた 2パターン

についてモーメント面積法を使えば，たいていの問題の解を得ることができる*8

以下，l = L，a = L/4，b = 3L/4について具体的に考える（図を参照）．

M/EI 図を，AC間，CB間の 2領域に分けて考える．それぞれに 1，2の添字をつけて表記する．

A1 =
1

2

(
3PL

16EI

)
L

4
=

3

128

PL2

EI
, A2 =

1

2

(
3PL

16EI

)
3L

4
=

9

128

PL2

EI
.

まず，AB間にモーメント面積法を適用すると，

x̄A1 =
1

6
L, x̄A2 =

1

2
L, x̄B1 =

5

6
L, x̄B2 =

1

2
L.

tBA（点 Aの接線を基準とした点 Bの接線たわみ）は，

tBA = A1x̄B1 +A2x̄B2 =
PL3

EI

(
3

128
· 5
6
+

9

128
· 1
2

)
=

7PL3

128EI

点 A，点 Bのたわみは 0なので，点 Aのたわみ角 θA は，

θA =
tBA

L
=

7PL2

128EI
.

*7 ここでは，偏微分した段階で定数なのでそのままでも同じ．
*8 他の解法に比べて有利かどうか，一般的かどうかは人に依るレベルの煩雑さですので，中谷的にはイチオシではない．むりやり感
満載だが，やってみよう．
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材力演習 8の補足

tBA

yC

tCA θC

θCA

θA

A BC

1
4
L 3

4
L

次に，AC間にモーメント面積法を適用すると，

x̄A1 =
1

6
L, x̄C1 =

1

12
L.

tCA（点 Aの接線を基準とした点 Cの接線たわみ）は，

tCA = x̄C1A1 =
1

12
L · 3

128

PL2

EI
=

1

512

PL3

EI
.

点 Cのたわみ yC は，(AC)/(AB)= 1/4あるいは，(AC)= L/4であることを利用して，

yC = tBA · 1
4
− tCA = θA · L

4
− tCA =

PL3

EI

(
7

128
· 1
4
− 1

512

)
=

3

256

PL3

EI
.

点 Cのたわみ角 θC は，θCA = A1 を利用して，

θC = θA − θCA =
PL2

EI

(
7

128
− 3

128

)
=

PL2

32EI
.

このような問題では，モーメント面積法が “効率的” かどうかは意見がわかれると思う．ただし，教科書

p.127例題 6.9に示すように，最大たわみの発生位置とそのたわみの値を求める場合などには，有効であるこ

とは誰しもが思うのではないだろうか．

課題 [3]

図 (d)の問題

この問題は，[1]「図 (a)の問題」で考えた「問題 (i)：横荷重のみが作用すると考えた問題」である．つま

り，まず，長さ lの片持ちはり ABに，固定端 Aから aだけ離れた点 Cに集中力 P が横荷重として作用して

いるとき，点 Bのたわみを求める問題をまず考える．力の釣合い，モーメントの釣合いを考えると同時に，せ

ん断力図（SFD），曲げモーメント図（BMD）を描く，反力 RA，MA も同時に求める．教科書 [1] p.111の例

題 6.2を参照のこと．

ここでは，P = W，l = Lの場合について具体的に考えると，反力は，

RA = W, MA = −Wa.
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材力演習 8の補足

xA B

P

C
a

l

(a)

−Pa
EI

G
(−)

x̄B

A

1
3
a 2

3
a

(b)

である．点 Bのたわみ角とたわみは，M/EI 線図（この場合 EI は一定なので BMDと相似）を描いて AB

間にモーメント面積法を適用する．

M/EI 線図の面積 Aと，点 Bから図心までの距離 x̄B は，

A =
1

2
· a ·

(
−Wa

EI

)
= −Wa2

2EI
, x̄B = L− 1

3
a.

モーメント面積法により，たわみ曲線上の点 Aの接線と点 Bの接線のなす角と，点 Bの接線たわみ（点 Aの

接線からみた相対位置）は，

θBA = A = −Wa2

2EI
, tBA = x̄BA =

1

3
(3L− a) ·

(
−Wa2

2EI

)
=

W

6EI
a2(a− 3L).

したがって，点 Bのたわみ角とたわみは，荷重の位置 aの関数として，

θB(a) = −θBA =
Wa2

2EI
, yB(a) = −tBA =

W

6EI
a2(3L− a).

である．

題意に基づいた重ね合わせ

はり 0 ≤ x ≤ Lを区間 1, 2, · · · , nに等分すると，区間 iは，(i− 1)∆a < x < i∆aで表される．ここで，

∆a = L/nである．区間 iのみに大きさが qi の等分布荷重が作用していて，その他の区間では分布荷重が 0

である問題を考える．荷重の作用点から十分に離れた点に対して，W = qi∆aの集中力とこの分布荷重によ

る影響は等しい（サン・ブナンの原理）．このときの点 Bのたわみ角，たわみをそれぞれ θi，yi とすると，

θi =
qi∆a

2EI
a2i , yi =

qi∆a

6EI
a2i (3L− ai).

ここで，おおよその近似値を得るために，ai = (i− 1/2)∆aと区間の中央とし，qi = q(ai)で等分布荷重の値

を決めてもよい．このとき，重ね合わせの原理により，

θB =

n∑
i=1

θi =

n∑
i=1

qi∆a

2EI
a2i , yB =

n∑
i=1

yi =

n∑
i=1

qi∆a

6EI
a2i (3L− ai).
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材力演習 8の補足

と表すことができる．この表式は，∆aを区分とする区分求積法になっており，極限 n → ∞をとると，次の
積分表現を得る．

θB =

∫ L

0

q(a)

2EI
a2da, yB =

∫ L

0

q(a)

6EI
a2(3L− a)da.

となる．いまの問題では，q(a) = w0a/Lなので，これを用いると，

θB =

∫ L

0

w0

2EIL
a3da =

w0L
3

8EI
,

yB =

∫ L

0

w0

6EIL
a3(3L− a)da =

w0L
4

8EI
− w0L

4

30EI
=

11

120

w0L
4

EI
.

を得る．

なお，集中力W が x = aに作用する問題では，

V (x) = W −W ·H(x− a)

M(x) = −WL

2
+Wx−W (x− a)

となるが，このことから，

q(x) = W · δ(x− a)

と書くことができる．
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